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РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ  
С УСЛОВИЯМИ НА ХАРАКТЕРИСТИКАХ
Аннотация. Получено классическое решение одномерного волнового уравнения с условиями на характеристи-
ках для разных областей, в которых рассмотрены эти задачи. Аналитическое решение строится методом характе-
ристик. Кроме этого, доказана и единственность полученного решения. Доказаны необходимость и достаточность 
условий согласования для заданных функций задачи, при выполнении которых классическое решение существует 
при наличии гладкости заданных функций.
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Abstract. In this paper we obtain a classical solution of the one-dimensional wave equation with conditions on the 
characteristics for different areas this problem is considered in. The analytical solution is constructed by the method of 
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conditions for given functions of the problem are proved. When these conditions are satisfied and the given functions are 
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Введение. Задача с условиями на характеристиках для гиперболических уравнений рассма-
тривалась и ранее [1–6, 8]. В [7, 8] с помощью методов функционального анализа и операторов 
осреднения с переменным шагом доказаны теоремы существования и единственности сильного 
решения задачи Коши и Гурса для гиперболических уравнений. В [8] методом последовательных 
приближений получено классическое решение для гиперболического уравнения, записанного во 
втором каноническом виде в случае двух независимых переменных. Однако здесь не исследова-
на зависимость гладкости решения от заданных функций в точках их соприкосновения, как это 
сделано для других задач в случае нахождения классических решений [8–12].
Наша цель состоит в том, чтобы найти классическое решение рассматриваемых здесь задач 
Гурса и доказать необходимое и достаточное условия согласования для заданных функций по-
мимо их гладкости, чтобы решение было классическим. Кроме того, изучается классическое ре-
шение задачи для одномерного волнового уравнения, которое задано на всей плоскости.
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1. Задача Г-1. На плоскости 2  переменных x = (x1, x2) рассмотрим область Q, которая нахо-
дится между прямыми x2 = ±ax1, a > 0, для x1 > 0 (рис. 1). Заметим, что линии x2 = ±ax1 являются 
характеристиками одномерного волнового уравнения
 1 2




∂  – операторы дифференцирования второго порядка по переменным xj, j = 1,2.
Формулировка задачи Г-1. Найти решение : ( )u u→ ∈x x  в области Q уравнения (1), ко-
торое на характеристиках x2 = ±ax1, x1 > 0, удовлетворяет граничным условиям
 
(1)
1 2 1 1 1
(2)
1 2 1 1 1
( , ) ( ),    0,
( , ) ( ),    0.
u x x ax x x
u x x ax x x
= = ϕ >
= - = ϕ >  
(2)
Обозначим через Q  замыкание области Q. Находить решение задачи (1), (2) будем из класса 
дважды непрерывно дифференцируемых функций 2 ( ),C Q  которое удовлетворяет уравнению (1) 
и условиям (2). Чтобы искомая функция u была из 2 ( ),C Q  необходимо потребовать достаточные 
условия гладкости заданных функций f и φ( j), j = 1,2, а также определить необходимые и доста-
точные условия согласования на функции f, φ( j) в точке O = (0,0) = (x1 = 0, x2 = 0).
Решение задачи Г-1. Предположим, что функции f и φ( j) ( j = 1,2) достаточно гладкие, глад-
кость которых уточним ниже.
Решение задачи Г-1 будем находить из общего решения уравнения (1), которое определяется, 
как известно [8], в виде суммы общего решения u(0) однородного уравнения (1) и какого-нибудь 
частного vp неоднородного уравнения (1), т. е.
 
(0)( ) ( ) ( ),     ,pu u v Q= + ∈x x x x  (3)
где
(0) (1) (2)
2 1 2 1( ) ( ) ( ),u g x ax g x ax= - + +x
произвольные функции g( j) ( j = 1,2), определенные на ,  из класса C2. Если ,Q∈x  то области 
определения (1) (2)( ) ( ,0],   ( ) [0, )   g g   и (1) (2)2 1 2 1( ) ( ),   ( ) ( ).   x ax g x ax g 
Из условий Гурса (2) следует необходимое и достаточное условие согласования
 
(1) (2)(0) (0),ϕ = ϕ  (4)
чтобы решение задачи Г-1 было из класса непрерывных функций ( ).C Q
Рис. 1
Fig. 1
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Интегрируя уравнение (1) [8], представим общее решение его в виде
 
2 1 2 1
(1) (2)
2 1 2 1 2
0 0
1( ) ( ) ( ) , .
4 2 2
x ax x ax z y z yu g x ax g x ax dy f dz
a a
- + - + = - + + -  
 ∫ ∫x  
(5)
Здесь частное решение vp определяется формулой
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2
0 0





v z y z ydy f dz
a a
- + - + = -  
 ∫ ∫x  
(6)
Из формулы (6) следует: если 1( ),f C Q∈  то 2 ( )pv C Q∈  и
 
0,p Qv ∈∂ =x  
(7)
т. е. значение функции vp равно нулю на всей границе Q∂  области .Q
Общее решение u уравнения (1), представленное формулой (5), удовлетворяем условиям Гур-
са (2). В результате получим соотношения
 
(1) (2) (1)
1 1 1 1 1
(1) (2) (2)
1 1 1 1
( ,2 ) (0) (2 ) ( ),  0,
( ,0) ( 2 ) (0) ( ),  0.
u x ax g g ax x x
u x g ax g x x
= + = ϕ >
= - + = ϕ >  
(8)
Из системы (8) находим значения g( j)(z), j = 1,2, функций g( j) на областях определения их 
( )( ).jg  Полученные соотношения подставляем в представление (5). В результате, учитывая ус-
ловие (4), получаем решение задачи (1), (2), которое определяется формулой
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(1) (2) (1)2 1 1 2
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0 0
1( ) (0) , ,  .
2 2 4 2 2
x ax x axx ax ax x z y z yu dy f dz Q
a a a a
- ++ - - +     = ϕ + ϕ - ϕ - ∈    
     ∫ ∫x x  
(9)
Предполагаем, что ( ) 2 ([0, )),j Cϕ ∈ ∞  j = 1,2, 1( ).f C Q∈  При указанных условиях гладко-
сти на заданные функции задачи (1), (2) формула (9) представляет собой функцию из класса 
2 ( ),C Q  является решением уравнения (1) и удовлетворяет условиям (2).
Действительно, вычислим частные производные по x1 и x2 первого и второго порядков на 
множестве .Q  В результате получим соотношения
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Из формул (10) и (11) видно, что они представляют собой функции из класса ( ).C Q  
Производные второго порядка (11) удовлетворяют уравнению (1), функция (9) удовлетворяет ус-
ловиям (2) при выполнении условия согласования (4).
Кроме того, из представления функции (9) и ее производных (10), (11) следует, что только ус-
ловие (4) является единственным необходимым и достаточным условием согласования для того, 
чтобы решение (9) было из класса 2 ( )C Q  задачи (1), (2), если ( ) 2 ([0, )),j Cϕ ∈ ∞  j = 1,2; 1( ).f C Q∈
Те о р е м а  1. Пусть функции ( ) 2 ([0, )),j Cϕ ∈ ∞  j = 1,2; 1( ).f C Q∈  Тогда функция (9) есть 
функция из класса 2 ( )C Q  и является единственным решением задачи (1), (2) тогда и только 
тогда, когда выполняется условие (4).
Д о к а з а т е л ь с т в о следует из предыдущих рассуждений. Единственность доказывается 
методом от противного. Для разности двух решений получаем однородное уравнение (1) и одно-
родные условия (2), из которых, согласно (9), следует только нулевое решение. Теорема 1 доказана.
2. Задача Г-2. На плоскости 2  переменных x = (x1, x2) рассмотрим область Q
(2), представ-
ленную на рис. 2, границей которой является характеристика x2 + ax1 = 0, a > 0, и точки x плоско-
сти 2  принадлежат Q(2), если x2 + ax1 > 0.
Задача Г-2 состоит в том, что уравнение (1) задается на замыкании (2)Q  области Q(2), а реше-
ние его удовлетворяет условиям
 
(1)
1 2 1 1 1
(2)
1 2 1 1 1
( , ) ( ),    [0, ),
( , ) ( ),    .
u x x ax x x
u x x ax x x
= = ϕ ∈ ∞
= - = ϕ ∈  
(12)
Формулировка задачи Г-2. Найти решение : ( )u u→ ∈x x  на (2)Q  уравнения (1), удовлет-
воряющее условиям (12).
Решение задачи Г-2. Для нахождения решения задачи Г-2 будем использовать представле-




1 2 1 1 1 1
(1) (2) (2)
1 2 1 1 1 1
( , ) (0) (2 ) ( ),  [0, ),
( , ) ( 2 ) (0) ( ),  .
u x x ax g g ax x x
u x x ax g ax g x x
= = + = ϕ ∈ ∞
= - = - + = ϕ ∈  
(13)
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Рис. 2
Fig. 2
Из соотношений (13) имеем
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a
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Из этих же соотношений имеем
 
(1) (2) (1)(0) (0) (0).g g+ = ϕ  (15)
Определенные значения функций g( j), j = 1,2, по формулам (14) и (15) подставляем в (5). В ре-
зультате получаем решение
   
2 1 2 1
(1) (2) (1) (2)2 1 1 2
2
0 0
1( ) (0) , ,    
2 2 4 2 2
x ax x axx ax ax x z y z yu dy f dz Q
a a a a
- ++ - - +     = ϕ + ϕ - ϕ - ∈    
     ∫ ∫x x  
(16)
задачи Г-2.
Из условий (12) следует условие согласования
 
(1) (2)(0) (0),ϕ = ϕ  (17)
чтобы решение (16) задачи (1), (12) принадлежало классу (2)( ).С Q
Для задачи Г-2 справедлива 
Те о р е м а  2. Пусть функции (1) 2 (2) 2 1 (2)([0, )),   ( ),   ( ).C C f C Qϕ ∈ ∞ ϕ ∈ ∈  Функция (16) есть 
функция из класса 2 (2)( )C Q  и является единственным решением задачи (1), (12) тогда и только 
тогда, когда выполняется условие (17).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Если выполнены условия теоремы гладкости заданных функций зада-
чи Г-2, то формула (16) представляет собой функцию из класса 2 (2)( ).C Q  Путем вычисления пер-
вых и вторых производных этой функции (формулы, аналогичные формулам (10), (11)) можно 
убедиться, что они являются непрерывными на множестве (2)Q  и функция (16) удовлетворяет 
уравнению (1) и условиям (12) при выполнении условия согласования (17). Кроме того, из фор-
мул (16) и (10), (11) следует, что только условие (17) является единственным необходимым и до-
статочным условием согласования для того, чтобы решение (16) было из класса 2 (2)( )C Q  зада-
чи (1), (12), если (1) 2 (2) 2 1 (2)([0, )),   ( ),   ( ).C C f C Qϕ ∈ ∞ ϕ ∈ ∈
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Рис. 3
Fig. 3
Единственность доказывается аналогично тому, как это было сделано при доказательстве те-
оремы 1. Теорема 2 доказана.
3. Задача Г-3. На плоскости 2  переменных x = (x1, x2) рассмотрим область Q
(3), пред-
ставленную на рис. 3, границей которой являются характеристики x2 − ax1 = 0, a > 0, для x1 < 0 
и x2 + ax1 = 0 для x1 > 0, и области Q
(3) принадлежат все точки, кроме тех точек x плоскости 2 , 
для которых x2 ± ax1 < 0.
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( , ) ( ),  ,
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u x x ax x x
u x x ax x x
= = ϕ ∈




Решение задачи Г-3. Решение задачи Г-3 будем искать подобно тому, как это было сделано 
для задач Г-1 и Г-2. Интегрируя уравнение (1) и удовлетворяя полученное общее решение усло-
виям (18), получим его решение в виде
 
2 1 2 1
(1) (2) (1)2 1 1 2
2
0 0
1( ) (0) , ,
2 2 4 2 2
x ax x axx ax ax x z y z yu dy f dz
a a a a
- ++ - - +     = ϕ + ϕ - ϕ -     
     ∫ ∫x  
(19)
а также условие согласования
 
(1) (2)(0) (0).ϕ = ϕ  (20)
При достаточной гладкости функций f и φ( j) ( j = 1,2) (см. теорему 3) условие (20) является не-
обходимым и достаточным для того, чтобы решение (19) было из класса 2 2( ).C   Таким образом, 
для задачи Г-3 справедлива 
Те о р е м а  3. Пусть функции ( ) 2 ( ),j Cϕ ∈   j = 1,2; 1 2( ).f C∈   В этом случае гладкости за-
данных функций функция (19) есть функция из класса 2 (3)( )C Q  и является единственным реше-
нием задачи (1), (18) тогда и только тогда, когда выполняется условие (20).
Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству теорем 1 и 2.
4. Задача Г-4. Рассмотрим уравнение (1) на всей плоскости 2  вещественных переменных 
x = (x1,x2) (рис. 4). На характеристиках x2 = ±ax1, a > 0, уравнения (1) зададим условия
 
(1)
1 2 1 1 1
(2)
1 2 1 1 1
( , ) ( ),    ,
( , ) ( ),    .
u x x ax x x
u x x ax x x
= = ϕ ∈
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Рис. 4
Fig. 4
Формулировка задачи Г-4. Задача Г-4 состоит в том, чтобы найти решение : ( )u u→ ∈x x  
уравнения (1) на всей плоскости 2 ,  удовлетворяющее условиям (21).
Решение задачи Г-4. Интегрируя уравнение (1) и удовлетворяя полученное общее решение 
условиям (21), получим его решение в виде
 
2 1 2 1
(1) (2) (1)2 1 1 2
2
0 0
1( ) (0) , ,
2 2 4 2 2
x ax x axx ax ax x z y z yu dy f dz
a a a a
- ++ - - +     = ϕ + ϕ - ϕ -     
     ∫ ∫x  
(22)
а также условие согласования
 
(1) (2)(0) (0).ϕ = ϕ  (23)
Далее аналогично теоремам 1 и 2 доказываем теорему 4.
Т е о р е м а  4. Пусть функции ( ) 2 ( ),j Cϕ ∈   j = 1,2; 1 2( ).f C∈   При указанных условиях глад-
кости заданных функций f, φ( j), j = 1,2, функция (22) есть функция из класса 2 2( )C   и является 
единственным решением задачи (1), (21) тогда и только тогда, когда выполняется условие (23).
Заключение. Таким образом, получены формулы классических решений задач для одно-
мерного волнового уравнения с условиями на характеристиках. Доказано, что эти задачи имеют 
единственное решение тогда и только тогда, когда выполняются в угловых точках заданной об-
ласти изменения независимых переменных условия согласования для заданных функций урав-
нения и условий. Следует отметить, что эти условия являются необходимыми и достаточными.
Особый интерес представляет задача Г-4, где волновое уравнение задано на всей плоскости.
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